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物性値が変化する場合の鉛直平板から
の層流自然対流熱伝達
部谷街道・竹内 E 紀・田中義樹
Laminar Natural Convection Heat Transfer on a Vertical Flat 
Plate for Variable Fluid-Property Situation 
Naomichi HEYA， Masanori TAKEUCHI， Yoshiki TANAKA 
(Received Apr. 15， 1976) 
Ordinari1y， any analytical treatment of natural convection heat transfer has 
been made in disregard of all f1uid property variations， except for the density 
difference in term of buoyancy force. An analysis is made for laminar natural 
convection heat transfer on an isothermal vertical f1at plate having large 
temperature differences between the plate and its environment. 
The result gives the exact solution in due consideration of the variable f1uid 
properties， and also presents the rules， that is reference temperature， for 
extending constant property results to variable property situations. 
1. 緒 言
自然、対流熱伝達の問題では，浮力の項以外の流体の
物性値は一定として解かれることが多し、。しかし伝熱
面と流体との温度差が大きい場合には，境界層内の流
体の密度p，粘性係数 μ，熱伝導率ん比熱Cp，プラン
トル数Prなどの物性値の温度による変化を無視する
ことができなくなるo この場合にも，熱伝達係数が適
当な温度 Tγ で評価した物性値を用いることによって
物性値一定として解かれた解で、計算で、きれば好都合で、
ある口この温度 Trは物性値代表温度とよばれてい
るo E1〉
一様な温度 T自の流体(理想気体〉中に，一様温度
Tw の平板が鉛直におかれた場合の，平板から流体へ
の層流自然対流熱伝達について考えるo原町，(めは物
普産業機械工学科
性イ直の温度依存性をPr=一定，Cp=一定，p/p∞= 
(T/T∞〉ー1， μ/μ∞=A/A∞=(T/T∞)mと仮定して
(添字目は物性値を温度 T∞で評価したことを示す。〉
空気(Pr=0.733，m=0.76)について，はじめ摂動法
で，次に逐次近接法で数値計算を行ない， ε=(T叫ー
T∞)/T∞= 2， 4の場合の解を求めた。そしてe=2 
と4に共通するような物性値代表温度が存在しないこ
とを示した。
Sparrow-Gregg仰はp/Pc>o=(T /T∞)-1およびん
μ， Cpにそれぞれの温度の 5種類の組合せを与えて数
値計算を行ない Pr=0.7および1， e= -3/4--.. 3 
の範囲で物性値代表温度が Tγ=( 1 +0.62<:)T闘で、あ
らわされることを示した口
最近藤井ら∞はグラスホフ数に含まれる体膨張係
数の評価法と関連して，密度の温度依存性を p/p国= になるo
(TjT∞〉一1 とおき， それ以外の物性値 0，μ，Cp) 
を一定として数値計算を行なし、 e=0---1の範囲で，
動粘性係数 ν=μjpに含まれる密度に代表温度 Tr=
( 1 +0.6s)T∞における値を用い，体膨張係数に
1jT∞を用いればよいことを示した。
本報告では広い温度範囲で，物性値代表温度が存在
するか否かを確認するために，原と同じ形の物性値の
温度依存性を仮定して正確な数値計算を試みた。
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2. 言E ち.
Cp 定圧比熱
f 無次元流れ関数式(到による
Grx 局所グラスホフ数 gx3(Tw-T∞)jν2T∞
g 重力の加速度
m 物性値の温度による依存性をあらわす定数
式(5)による
N叫x: 局所ヌセルト数 αxxjえ
Pr プラントル数 μCpjA. 
q 局所熱流束
T 絶対温度
u x方向の無次元速度
U Z方向の速度
U y方向の速度
Z 平板の下端から鉛直上方に測った距離
y 平板の表面から垂直に測った距離
αx 局所熱伝達率 qj(T回一T∞〉
無次元数式(7)による
η : 平板からの無次元距離式(8)による
θ :無次元温度式(7)による
え : 熱伝導率
μ : 粘性係数
ν : 動粘性係数 μjp 
~ 無次元数式(5)による
p 密度
中 : 流れ関数
添字
w 平板表面における値
周囲流体における値
差分の座標系において η方向の格子番号
3. 基礎方程式
図1のように座標系を選び，境界層内の相対的浮力
が境界層外で零になるようにしてとると，境界層内の
連続の式，運動方程式およびエネルギー式は次のよう
× 
? ? ? ?
Tw/Ttω 
Y 
図1 座標系
型企+(J~企=0
ax ay 
? ?? ???? ?、
uZ竺+v!ι=~一一空一(，，~ι)+1!~ -T∞θx . -8y p 8y¥.-8yノ・ T∞
・・・・(2)
U θ(CvT)判。(C'[JT)ー 1θ(，θT¥
θz ・ (Jy p (Jy¥目。IyJ 
・・・ (3)
境界条件は
y= 0 u= 0， v= 0， T=Tw 
y→四 u=0， T=T <x> -・・・・ (4)
である口
ここで物性値の温度依存性を原の論文と同様に次の
ように仮定する。
-p-=竺旦ー=丘一 ι =_À._=(~\m五ム T 、， μ A.∞ ¥T∞/ 
=~m， Cp=一定 .・ H ・.(5)
式(1)は流れ関数ψを次のようにとると自動的に満足さ
れるO
門学• v= -~ ~土 ・ (6)ayす ax
次に
T-T _ T間一T= ∞， ε= 回 目 …・・…・(7)
T叩ーT<x> 7 T目
とおき，さらに次の無次元変数
η=r~(T四一 T∞) ì1/4ーヱ-=r;~l 4ν主。T∞ J X1/4 - x1l4 
-・・・・ (8)
I(ヮ)=tJ;(x ，y)/4v四 CX814 ・H ・H ・.(9)
8(X，y)=8(可)・H ・'.(10)
を用いて偏微分方程式但)， (3)を変換すると次の常徴
分方程式となるo
( -J-f+Jm+2〉¥11/1+ さー可f S F)fff-Ezfrz 
3~' .UI I (me2 I ~" ¥ 十 ff'+r ".&~一+一一一 )f'+ 一&-=，n-= 0 d\~2 ~ r . ~m+2 
・・(1)
0叫 (m-t+3Pr !.i8'= 0 …・・・・(1司\~ ~m J 
ここに fは ηに関する微分をあらわす口なお式(5)，
(7)よりさ=e6十1 であるo
境界条件性)は次のように変換される。
η= 0 : f= 0.1'= 0， 8= 1 
η→∞ 1'= 0，θ=0 ・H ・.(13)
ここで，x方向の無次元速度 U を
U=I' …・…・・凶
とおくと， η=0でf=0であるから
f= J:f'dlJ =J~UdlJ 
となる O ここで式仰において
A=会1+1.m ア)~'
-・・・・ a5)
'‘n =一一三一一f+(m十2)一一一一.....・H ・側(E6+ 1 )m.l ' V" • -.1 e8+ 1 
2 .rl I 3e .r I m~'2 I ~" B=一一一一1'+&，":" f+一一τ一+一一一E叫 ~m+l - ~2 ~ 
=-2ff+3Z1( 1 -Pr)f8' 
(e8十 1)隅 (eθ+1 )m+ 
・・・倒
..・8却C θ= ___ 8 一ーさ加+2 (ε6+ 1 )m+2 
とおき，かつ式倒の関係を用いると
U"+AU'+BU +c= 0 
一方エネルギ一式(1司は係数
_ me ， 3Prf _... e8' 3Pr! 
R一一一一一十一一一一一=m一一一一一十一一一一一一一~ • ~m e8+ 1 ' (εθ+ 1)m 
・…・・(20)
..IT9) 
を仮りに既知関数と考えて積分すると
6'= Doe-S:R出帥
さらに， η で積分して
o=Dof;e-J;RのdlJ+Dt ・ 倒
ここで.Do. D1は境界条件。3)より
Do=一・∞ 1 ， D1 = 1 袖
e-JoRd'7の 刊
したがって
e-J;R出
6'=- J~パ ;R出d lJ 倒
。=1-~;e-J;R伽dマ
-~ -J~ e-J':Rd1Jdη -・・・働
温度分布が求まれば伝熱面での局所熱流束 q，局所
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熱伝達率的は
ω(竺)。yIY=O ...~ 
αx= --q-- ーん(fiTjfiy)y=o… 帥
ル T切 -T00 ..~ Tw-T国 世句
であらわされるO したがって周囲流体における物性値
を用いた局所ヌセルト数は式帥，的を用いて
ん(θTjfiy)y"ox (N山〉国=竺主竺一一一
A∞ A国(T叫ーT国)
.....~~ 
で与えられるO ここで式(5)，(7)， (8)， (10)の関係を用
いると
た=(た)m=( 1 +ε〉肌 -・・倒
(θTjfiy)日=(~ιìy=o =Cx-lIザ (O，e)
(Tw-T∞)¥ay)Y 
(Grx)oo 114 =一一 ':~oo 8'(0，e) 〆2x 
となり式倒は
(N町〉∞ 6'(0，e)
一一一';:-/ (1 +が ……・側(Grx)国 114 V 
であらわされるo ¥， ¥"I大温度差の場合にも，物性値
代表温度 Trが存在するものとし，物性値Aおよび ν
に代表温度 Tr における値を添字 rを用いて示すと
-・・側
(N叫x)r=竺主=(Nux)∞1子
Ar Ar 
-・・・(泊
gx3(Tw-T同 ) _I"r"' ( ν¥2 
(Gm)r=MT∞ = (Grx)∞( '1/'; ) 
・・・・・・・倒
となり，さらに
νr ー μγP∞一一ー一一一一一一一一一一.一一一一一
ν∞ Pγμ∞ 
-・・倒
? ? ?
?
?
? ??
??
?
?? ??? -・・・・(羽
• . Tr-T チご=1 + .TT二 =1+伽 聞
の関係を用いて式倒.t却を整理すると
(Nux)γ=旦回2:2_(~九笠
(Grx)r114 (Grx)∞Jl4¥. T国/
6'(0，e) と笠
y言ァ(1+ε〉悦C1 +8re:) 2 
・・借り
なお式問)，聞において E→Oの極限では物性値一定
として解析した結果に一致するo
境界層内の速度分布は式(6)，(8)，ゆから
u=4ν∞C2X1J2~1' ・ H ・..倒
v=ν∞CX-1/4alJl' -3U) ・H ・.(湖
また境界層内の温度分布は式(7)より
。T-T国
一 T回一T国
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であらわされる。
4. 解 法
本報告では逐次近接法で解いたエネルギ一式の解を
/'について差分近似した運動方程式に代入L，解が収
束するまで反復計算し，これより得られた壁面におけ
る速度勾配および温度勾配をさらに Runge-Kutta-
Gi1l法を用いて精度を高めた。なお数値計算には福井
大学電子計算機室の計算機 FACOM 270-20を用い，
倍精度演算を行なったG
4.1 運動方程式の差分化
図2に差分の座標系を示す。伝熱面表面 (η=0) 
を格子番号 i= 1，十分に大きな境界層厚さを想定
ζ〉
~p-34 一一一ト1i j.卜ー ・ 也噂…~
1=0 
図2 差分座標系
し，その境界層外縁 (η→国〉を格子番号 i=Kとし
境界層厚さを間隔ムη で等分割し， η 方向に中心差分
を用いた。すなわち
?
?
??
?
??
?
? ?
? ?
?，
??
?
，
??????? 「??
??
?
???
?
?
?
?
?
?
?? -・・・・ (40)
-・・・・ (41)
これらの関係を用いて式仰を差分方程式に変換し，
U について整理すると次の三項方程式となるO
U i-l {(ムη)Aiー 2}+Ui{ -2(ム可)2Bi+4} 
+Ui+l {ー(ムη)Aiー 2}=2(ムヮ)2Ci
・(42)
境界条件は壁面作 1で U1=0， 境界層外縁 i=
K で UK=0である。なお壁面における fベUつの
値は i=1， 2， 3の点の /，(U)の値を 2次式で近
似して， その i=1の点の勾配より次式で・求めた。
2U哩一0.5Ua
f"(O) =一一三7 1ー -・・・・側
4.2 差分方程式の解法
差分の格子間隔をムヮ=0.05にとり， 境界層外縁
に相当する位置を η=14とし，式(7)に示すεを0から
5.0まで0.5おきに変化させた。まず 0，0'の0次の
レベルにおける速度分布，温度分布として， ε=0の
場合は次式を Runge-Kutta-Gi11法により解いた。
flll+3ff"-2/，2+9= 0 ……(44) 
9"+3PrffJ'= 0 
η=0における境界値 (Pr=O.72)的
f= 0， /'= 0， f"=0.675978 
8= 1， 8'=ー 0.504618
-・・・・・・・・師)
-・(甜)
εが 0.5.，5.0の場合はそれぞれ一つの前の εの値
における速度分布，温度分布を用いた口次にこれらの
速度分布，温度分布を式働，闘に代入し 8，8'のO次
の近似値を求めるo これら 8，8'のO次の近似値を差
分方程式(42)に代入し f，/" f"(O)の値を求める。次
にf，/" 8に次回の推定値として今回の計算値と推
定値の算術平均値を用い，これらを式悌，働に代入し
θ， 8'の1次の近似値を求め，再び式(却に代入しf，
f'， f"(O)の値を求める O このような手続を解が収束
するまで反復する。なお式的，帥，帥の積分にはシン
プソンの積分公式を用いた。収束判定の条件を/'の最
f∞ f∞( e ，....0 f¥ 大低 I /，d戸 f(∞)， I { m-7 +3Pr--f.:;-)dl Jo"-' n Jo\~ . --. ~m } 
の推定値と計算値の差が計算値の0.001%以内とした。
この計算では15次前後でその条件を満足した。
4.3 Runge-Kutta・GiII法による境界値 (fペ0)，
8'(0))の精度向上について普
差分法より求めたf"(O)，8'(0)の値を用いRunge-
Kutta-Gi11法により/'(∞)， 8(∞〉の値を求めてみ
ると土 O.lX10-2 程度となり oとはならないD し
たがってより正確な fべ0)，8'(0)の値を求めること
が望まれる。本報告ではこれらの正確な値を次のよう
な方法により推定した。
まず f"(O)，グ(0)のうち 8'(0)の値を一定に保
ち，fべ0)の値を L:.f"だけ変化させる。(説明の便
宜上，ムf"変化させる前の状態を添字 A，後の状態
を添字 Bであらわす。〉
骨は森岡斎氏(徳島大学工学部〉の方法による。
rf r ( O〉A vK仰削川(何ω仰O的伽い)A
1 | 
fぺO)B，8 (O)B一ぅ['(∞)B，8(∞〉β
ここでfべ0)，0'(0)は1)=0 における値，1'(∞)， 
θ(∞〉はη=∞における値をあらわす口
? ?
↑? 玄
CD A A 
f(α 
図3 1"(0)とI(∞〉の図4 ["(0)とo(∞〉の
関係の直線近似 関係の直線近似
これらの関係を図3. 4に示す。図3においてf'
(∞〉をOにする⑮点のfベ0)の値は A.B聞を直線
と仮定し@点がその延長上にあるとすれば容易に求ま
るo 同様に図4において o(∞〉をOにする@点の 1"
(0)の値を求める。
次に 1"(0).8'(0)のうち 1"(0)をもとの値のまま
に保ち.0"(0)の値をムo'だけ変化させる口 (添字
A， Cを用いる〉(r戸仰m川'(叩仰ω仙O的仙〉μA.9'附附ω(ω仰Oの)A→---7F川恥
1 | 
/"(0)0， 8'(0)0-→1'(∞)0， 8(∞)0 
宮
、+-
宮
<:D A A 
。 O 
図5 0'(0)と1'(∞〉の図6 8'(0)とo(∞〉の
関係の直線近似 関係の直線近似
図5. 6より F(∞)， 0 (∞〉をそれぞれOにする
⑨，⑥点の 0'(0)の値を求めるo これら⑮，⑮，⑥，
@の各点を図7に示す。 i'べ0)，0'(0)の推定値は点、
⑮，⑨を通る直線と，点iE.⑥を通る直線との交点P
にあると思われる口この交点の fペ0)，9'(0)の値を
用い 1'(∞)1. 19(∞) 1 <3. Ox 10-7， 1/"(∞) 1. 19' 
(∞)1く1.Ox 10-6の条件を満足するまで同様な方法に
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?
? ?
⑬A，B 1:.1: ~f{，ヰO め車、
⑤ A，B I こよ ~E刷=0町ゑ
CD A，CによZ耐=0の，長
<Q A，CIごnE*∞t-=O味
P(雄定によ~.tl'í.直)
fco) 
図71'(∞)， 8(∞〉をそれぞれOにする
1"(0)， 0'(0)の推定
より計算をくり返す。なお 1回目の計算では A/，勺
ム9'に 5xlO-5の値を用い 2回目以降の計算では
Af'うムグには前々回と前回の 1"(0)，8'(0)の差の
絶対値を 0.05倍した値を用いた。なお温度差が大き
くなるにしたがし、境界層厚さが大きくなるので，境界
層外縁に相当する位置として eが 0---1.5までは η=
14， 2.0---3.0までは1)==18，3.5---5.0までは η==20
としキザミ幅ム可は 0.04とした。数値計算の結果，
3回程度の反復で‘上記の条件を満足した。
5. 数値計算結果
空気，ヘリウム，水素，窒素，炭酸ガスに対して，
物性値の温度依存性を図8に示す口図よりわかるよう
に空気， ヘリウム， 水素，窒素は式(5)で近似できる
が，炭酸ガスについては式(5)による近似はできなし、。
本報告では空気 Cm==0.76，Pr=0.70)，水素 Cm==
0.7仏 Pr=0.68)について計算を行なった。表1に
空気 岬b
'" >γ均一一 同.'l 4 
o WJlo つり:Yn 0 
8 q〆'0>0 ν~O
Aシ，;'0 Pr=0，70 
~ m=O:ブ6
す→す~
:f CO， 
"2~. 3"戸L
図8 空気.He，H2.N2，C02の物性値の温度依存性
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f" (0) 
表1 計算結果(空気)
???
?
?
?
?
?
IJr=0.5 
(Nux)国
(Nux)∞ ε→。
1 
0.9689853 
0.9457237 
0.9271159 
0.9116239 
0.8983655 
0.8867884 
0.8765225 
0.8673075 
0.8589536 
0.8513178 
1.0 
Q85 
Q80 
0.75 
o 234 5 
ε=王手
図9 局所ヌセルト数
8r= 0 
。γ=0.6 。γ=1 
1 
1 
0.9689853 
0.9999779 
0.9457237 
1.0005958 
0.9271159 
1. 0013467 
0.9116239 
1.0020893 
0.8983655 
1.0027804 
0.8867884 
1.0034112 
0.8765224 
1.0039832 
O.部73075
1.0045015 
0.8589536 
1.0049718 
0.8513178 
1. 0054001 
0.9952825 
1.0172979 
0.9928干'$5
1.0277509 
0.9915134 
1.0348725 
0.99侃935
1.0400884 
0.9901818 
1.0440979 
0.9898577 
1.0472905 
0.989o531 
1.0499015 
0.9895270 
1.0520818 
0.9894542 
1.0539335 
0.9894182 
1.0555283 
図1 境界層内の速度分布
1'2 
6.結言
大温度差の場合にも，物性値代表温度 Tr=Tw-
0.40(Tw-T∞〉における物性値を用いて局所ヌセル
ト数を算出できる。なお水素の場合にも空気の場合と
同じ物性値代表温度が存在することが確認された。
空気の場合の局所ヌセノレト数の計算結果を図9，11， 境界値問題を Runge-Kutta-Gi1l法を用いて解く
12に空気および水素に対しての局所ヌセルト数，速度 際に，境界値を反復修正してし、く方法 (4，3節に記
分布，温度分布を示す。参考のため同図には原による 述〉については徳島大学工学部の森岡斎助教授に教示
計算結果も記入しであるo表1の右から 2列目は，物 していただL、た。ここに謝意を表するo
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図12 境界層内の温度分布
性値一定として解析して得られる局所ヌセルト数との
比を示L，図9にこれらの関係を示しであるO 同図に
おいて原による結果と比較すると，原は大温度差の場
合も摂動法により得た解の延長線上に偶然一致すると
しているが著者らの解とは εの大きいところでかな
りの相違がみられる。なお著者らによれば空気の場合
(Nux)∞/(Nω〉臼→0=1 -O. 0547e o.附で与えられ
る。表1のもっとも右の列は，大温度差の場合にも物
性値代表温度が存在するか否かを確認するために，
局所ヌセルト数に対し，物性値代表温度をそれぞれ
T∞， (T凹+T∞)/2.Tw-0.40(T叫ーT∞)， Tw と
して計算した結果で、あって，これらを図示すると図10
のようになる Oこれよりわかるように代表温度として，
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図10 物性値代表温度のとりかたによる局所
ヌセルト数の誤差
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T w -O. 40(T w -T開)= (1 +0.6e)T閣にとった
場合が広い温度範囲においてもっとも誤差が少なく，
e = 5.0で誤差は 0.5%程度で十分代表温度として用
いることカ1で、きる O
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